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ECG1 — Travail de révision
Rentrée 2026

Ce document s’adresse aux futurs étudiants d’ECG1 (sortant de terminale, spécialité mathéma-
tiques). Il rappelle, dans une premiére partie, les connaissances de cours que vous devez maitriser
a la rentrée. Une seconde partie propose des exercices, d’abord d’entralnement quasi-mécanique,
puis d’approfondissement.

Prenez le temps de revenir plusieurs fois sur ce document avant la rentrée : relisez les rappels
en vous interrogeant sur le pourquoi et le quand d’une formule, refaites les exercices, vérifiez vos
réponses. En septembre, il est attendu que ces bases soient parfaitement assimilées.

Premiere partie — Rappels de cours

1. Ensembles de nombres

— L’ensemble des entiers naturels : N={0,1,2,...}.
— L’ensemble des entiers relatifs : Z={...,—2,-1,0,1,2,...}.
— L’ensemble des nombres rationnels : QQ, I’ensemble des nombres qui peuvent s’écrire sous la

forme £ avec p € Z et q € Z*.

— L’ensemble des nombres réels : R.
— L’ensemble des nombres complexes : C, ’ensemble des nombres du type a + ib avec a et b
réels et i tel que i? = —1.

On rencontrera aussi les ensembles suivants :

— N*={1,2,3,...} qui n’est autre que I’ensemble N privé de 0.
— Rt =10, +00[ et R% =]0, +o0.

— R? qui désigne I'ensemble des couples de deux réels (z,y).

— R3 qui désigne I'ensemble des triplets de trois réels (z,v, 2).

2. Calculs élémentaires

On rappelle les résultats suivants (quand ils ont un sens) :
Identités remarquables et valeur absolue.
(a+b)?=a?+2ab+ V% (a—b)%=0a?>—2ab+b% (a+b)(a—Db)=a?—0b%

la+bl <lal+ o], |la| = [ol] <la—b].
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Puissances, exponentielle, logarithme.

P
a _
aPal = aPt, = aP~9,  (aP)? =aP?, PP = (ab)?
a
b p € b 1 1
ete’ = 10, = =e% a=e" (a>0).
e e @

a*? = /a, a® =1 (convention), e~2718, Ine=1.

In(ab) =Ina + Inb, hl(Z) =Ilna—1Inb, In(a®)=bla.

Pour chacune des égalités ci-dessus, prenez le temps de réfiéchir pour quelles valeurs de a, b, p, q
elles ont un sens : ces nombres dotvent-ils étre entiers, réels, positifs, non nuls. .. ?

3. Fonctions usuelles et graphiques

Les fonctions usuelles rencontrées au lycée sont a réviser. Pour chacune d’elles, posez-vous les
questions suivantes :

1. Quel est le domaine de définition ?
2. Est-elle continue sur ce domaine ? Dérivable, et sur quel domaine ?
3. Quelles sont ses valeurs remarquables, ses limites aux bords, ses symétries ?

Les figures 1, 2 et 3 rappellent leurs graphes.

Y
y
1 X
1 1 2 (4
xX -
(b) &+ 2? (c) x> 2® (d)z—1/z
FIGURE 1 — Quelques fonctions puissance.
y
| |
l l
| |
y | |
sin ; ;
A 7% % ™ X
N 1 1
-7 3 T iz 2m T l l
—1 COS I |

(b)[Fonction ta
(a) Fonctions sin et cos

FIGURE 2 — Quelques fonctions trigonométriques.
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(a) Exponentielle et logarithme népérien (b) Valeur absolue = +— |z|

FIGURE 3 — Quelques autres fonctions fondamentales.



ECG1 — Travail de révision, rentrée 2026 4

4. Trigonométrie

Valeurs usuelles

oeay 0|5 |3 |5 |3|% | % | % |
i L | V2| V3 V3 | V2 1
SR N z 0
3 2 1 1 2 3
cosf |1 % % 1lo|-1 _% _% o

Ces valeurs se lisent sur le cercle trigonométrique (figure 4).

COs

FIGURE 4 — Cercle trigonométrique. Pour un angle orienté 6, le point M associé sur le cercle a
pour coordonnées (cos 8, sin f) : 'abscisse de M donne cos 6, son ordonnée donne sin . Les valeurs
remarquables se lisent ainsi sur le cercle en projetant sur les axes.

Identité fondamentale, parité, déphasage

Identité fondamentale. Pour tout a € R,

2

cos’a +sin’a = 1.

Parité et périodicité. La fonction x — cosz est paire, la fonction = +— sinx est impaire.
Toutes deux sont 2w-périodiques.

Formules.
sin(—a) = —sina, cos(—a) =cosa, sin(m —a)=sina, cos(m —a)= —cosa.

sin(a 4+ %) = cosa, sin(§ —a) = cosa,

cos(a+ §) = —sina, cos(§ —a) =sina.
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Formules d’addition.

cos(a+ b) = cosacosb —sinasinb, sin(a+ b) = sinacosb + cosasinb,

cos(a —b) = cosacosb + sinasinb, sin(a —b) =sinacosb — cosasinb.
Formules de duplication.

sin 2a = 2sinacos a, cos2a = cos’a —sin®a = 2cos’a — 1 =1 — 2sin’a.

5. Limites de fonctions

Limites de référence

En +oo:
lim e* =400, lim Inz =400, lim z%=+c0 (a>0),
T—>+00 T—+00 +o0o
1
lim — =0 lim — =0 (a>0)
T—+400 I z——+o00 %
En —oo:
lim e* =0, lim z° = 400, lim 23 = —oc0
T—r—00 T——00 T—r—00
En O0: 1 1
lim Inx = —0c0, lim — =400, lim — = —oc.
z—0t z—0t T z—0— T

Taux de variation classiques (limites en 0) :

r—1 In(1 i
lim = _ 1 i 2Ot 1, Lim 222 _q,
z—0 X x—0 X z—0 X
Croissances comparées
Pour tous réels a« >0 et >0 :
1 (6% (6%
lim M =0, lim — = 0, lim z%Inz = 0.

ro+too P z—+oo BT z—07t

En résumé : I’exponentielle I’emporte sur toute puissance, et toute puissance I’emporte sur le

logarithme.

Opérations et formes indéterminées

Les opérations sur les limites (somme, produit, quotient, composée) se font selon les régles habituelles.
Les formes indéterminées (FI) a reconnaitre sont les suivantes :

0 o0
00 — 00, 0 x o0, — —,

, 1, 0°, ool
0 00

Face a une FI, on cherche a transformer I’expression (factoriser, mettre en facteur le terme dominant,

utiliser une croissance comparée, etc.).

Mini-exercice. Déterminer les limites suivantes :
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6. Continuité, théoreme des valeurs intermédiaires

Continuité

Définition. Soit f une fonction définie sur un intervalle I, et ¢ € I. On dit que f est continue
en xq si

lim f(z) = f(xo).

Tr—xTQ

On dit que f est continue sur [ si elle est continue en tout point de I.

Propriétés.

— Les fonctions polynomiales, exp, In, sin, cos, 1/, valeur absolue, sont continues sur leur
domaine de définition.

— Somme, produit, quotient (si dénominateur non nul) et composée de fonctions continues
sont continues.

— Toute fonction dérivable sur I est continue sur I. (La réciproque est fausse : x — |z| est
continue mais non dérivable en 0.)

Théoréme des valeurs intermédiaires

Théoréme (TVI). Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b], et soit k un réel
compris entre f(a) et f(b). Alors il existe au moins un réel ¢ € [a, b] tel que f(c) = k.

a c b T

FIGURE 5 — Illustration du théoréme des valeurs intermédiaires.

Corollaire (théoréme de la bijection). Si f est continue et strictement monotone sur
[a,b], alors f réalise une bijection de [a, b] sur 'intervalle [f(a), f(b)] (ou [f(D), f(a)] si f est
décroissante). En particulier, pour tout k& compris entre f(a) et f(b), '’équation f(x) = k admet
une unique solution dans [a, b].
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Remarque. Ce résultat se généralise aux intervalles ouverts ou non bornés, en remplacant f(a) et
f(b) par les limites correspondantes.

Mini-exercice. Montrer que I'équation 23 + 2 — 1 = 0 admet une unique solution réelle, et donner
un encadrement de cette solution d’amplitude 0,5.

7. Dérivation

Définition et tableau des dérivées usuelles
Pour toute fonction f dérivable en zg € R :

lim flwo+h) = flzo) _ f/(z0), ouencore lim f(x) — f(=xo)

h—0 h =T T — X

= f'(w0)-

Tableau des dérivées usuelles. Sur leurs ensembles de définition, on a :

f(x) fa) || flu@) | (f(u())
2, a€R | az® ! || u*, a e R | av u!
1 7
Inx — Inu v
T U
e* ev el u e¥
CcOs X —sinx cos U —u'sinu
sinx CcosS X sin u u cos u
N 1 N u
T — U —
2z 2\/u

Dérivée d’une composée

Formule générale. Si u est dérivable en z et f est dérivable en u(x), alors f ou est dérivable
en z et

(f ou)'(w) = v/(x) x f'(u(x)).

Les cas particuliers ci-dessus en sont des conséquences immédiates.

Tableau de variations type

Pour étudier les variations d’une fonction f, on calcule f’, on étudie son signe, on en déduit les
variations de f, et on compléte par les limites aux bords. Exemple avec f(z) = xe™® sur R : on a
f(x) = (1 —x)e™", de signe celui de 1 — z. On obtient :

T —0 1 +00
f(x) + 0 -
@) [0 2o N0

Mini-exercice. Soit f(z) = In(1 + x2). Déterminer le domaine de définition, calculer f'(z), et
dresser le tableau de variations de f sur R.
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8. Convexité

Définition. Une fonction f deux fois dérivable sur un intervalle I est dite convexe sur I si
f"(xz) > 0 pour tout = € I, et concave si f"(x) <O0.

Interprétation géométrique. Si f est convexe sur I, alors la courbe de f est située au-dessus
de chacune de ses tangentes et en dessous de toute corde. Pour une fonction concave, c’est
I'inverse.

Point d’inflexion. Un point en lequel f” change de signe est appelé un point d’inflexion de la
courbe de f.

Y ./ courbe de f

RE
JEofdetangente

T

FIGURE 6 — Une fonction convexe : courbe au-dessus de ses tangentes, en dessous de ses cordes.

Quelques fonctions de référence.

— x — 22, > e sont convexes sur R.

— z + Inx est concave sur R .

— x — +/x est concave sur R.

— 1z + 23 est concave sur R_, convexe sur R, : 0 est un point d’inflexion.

Mini-exercice. Etudier la convexité de la fonction f(z) = xze™ sur R et préciser ses éventuels
points d’inflexion.

9. Primitives et intégration

Définition. Soit f une fonction définie sur un intervalle I. Une primitive de f sur I est une
fonction F' dérivable sur I telle que F'(z) = f(x) pour tout x € I.

Deux primitives d’'une méme fonction sur un intervalle different d’une constante.

Lien primitive-intégrale. Si f est continue sur [a, ] et F' est une primitive de f sur [a, b],
alors

/abf(t) dt = F(b) — F(a).
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Tableau de primitives usuelles. A une constante pres :

f(x) Une primitive || Forme avec u | Une primitive
a+1 a+1
7 u
% a# —1 wu®, a# —1
a+1 a+1
1 u
— (z>0) Inz — (u>0) Inu
77 U
e® e® u' e e
cos T sin u’ cosu sin u
sin —COsST o’ sinu —COS U

Propriétés de ’intégrale. Pour f, g continues sur [a,b] et A € R :

/ab<f+xg>=/abf+x/abg, /abfz—/baf, /abfz/:f+/cbf-

b
Positivité. Si f > 0 sur [a, b] avec a < b, alors / f > 0. Croissance. Si f < g sur [a, b] avec
a

b b
agb,alors/fg/g.

Mini-exercice. Calculer les intégrales suivantes :

(a) /01(x2 —3z+1)dx

(b) /jidx
(c) /Olmeg”2 dz

1 2
d d
<)/0:1c2+1 v

10. Suites et récurrence (a un pas)

Suite arithmétique. Une suite (uy,)nen est arithmétique de raison r € R lorsque

Vn eN, upt1 = up + 1.

On a alors u,, = ug + nr et, pour p < n, u, = up, + (N — p)r.

Suite géométrique. Une suite (up)pen est géométrique de raison ¢ € R lorsque

Vn €N, upt1 = up X q.

On a alors u, = ug x ¢" et, pour p < n, u, = up, x ¢" 7.

Raisonnement par récurrence. Pour démontrer qu'une propriété P(n) est vraie pour tout

n > ng, on procede en trois étapes :




ECG1 — Travail de révision, rentrée 2026

10

1. Initialisation. On montre que P(ng) est vraie.

2. Hérédité. On suppose que, pour un certain n > ng, P(n) est vraie, et on en déduit que

P(n + 1) est vraie.

3. Conclusion. La propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout n > ny.

11. Limites de suites et théoremes de convergence

Limites de suites usuelles

Suite géométrique ¢" :

0 si |q] < 1,
siqg=1,
lim ¢" = ] q
n—+00 +00 siqg>1,
n’existe pas si g < —1.
Puissances : pour « >0, lim n®=+c0et lim — =0.
n—+4o0o n—+oo N

Croissances comparées. Pour a >0, 5 >0et ¢ > 1:

1 (0% (0%
lim Y g lim = =0,
n—-+oo nﬁ n—-+oo qn

Théorémes de convergence

Théoréme de la limite monotone.

— Toute suite croissante et majorée converge.
— Toute suite décroissante et minorée converge.
— Toute suite croissante non majorée tend vers +oc.

n—+oco n!

Théorémes de comparaison. Soient (uy,), (vy), (wy,) trois suites réelles, avec u, < v, a

partir d’un certain rang.

— Si uy, — +o0, alors v, — +00.
— Si v, - —o0, alors u,, - —o0.

Théoréme d’encadrement (« gendarmes »). Si u, < v, < w, a partir d’un certain rang,

et si u, — ¢ et w, — £, alors v, — /.

Mini-exercice. Etudier la limite des suites suivantes :

2n 4 3"
(a) Un—T
10
b) v, = —
(b) v ?n)
_1n
(c) wy = o

12. Sommes usuelles
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Pour g e Ret n € N*, on a :

1— n+1
i sig#1
q

n
> d"=4q 1-
k=0

n+1 sig=1
L n(n+1) "5 nn+1)(2n+1) S (n(n+1)>2
p="0T0 s , S = (MUY
P RS d 2 2

13. Polynoémes du second degré

Soit P(X) = aX? 4 bX 4+ c avec a # 0. On pose A = b — 4ac, le discriminant de P.

Racines.

b+ VA —-b— VA
—— ety = ———.
b 2a 2a
— Si A =0, P admet une racine réelle double : o = ag = —.
a

— Si A > 0, P admet deux racines réelles distinctes : a; =

— Si A <0, P n’admet pas de racine réelle; il est de signe constant (du signe de a).

Forme factorisée et relations coefficients-racines. S’il existe (au moins) une racine,

b c
P(X)ZCL(X—OQ)(X—OQ), 041—|—042:—E, aq Xazza.

On peut s’en servir pour trouver les racines : si ’on cherche deux nombres a1, @y de somme s
et de produit p, ce sont les racines du polynéme X? — sX + p.

Ezemple. Les racines de P(X) = X? —7X +6sont 1 et 6,car 1 +6 =7 et 1 x 6 = 6.

14. Dénombrement

Factorielle. Pour n € N*, n! =1 x 2 x --- X n, avec la convention 0! = 1.

Coefficient binomial « k£ parmi n ». Pour n,k € N avec 0 < k < n,

n n!
<k> TR (n-k)

C’est le nombre de fagons de choisir k& éléments parmi n (sans ordre, sans répétition).

Propriétés.

") (symétric)
n—k symeétrie).

RS
o 3
~
Il
R
S 3
~
Il
\.H
R
_ 3
~
Il
S
N
> 3
~_
Il
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Formule du triangle de Pascal. Pour 0 < k < n:

(1) =)+ ()

Cette formule permet de calculer les coefficients binomiaux ligne par ligne :

n=>0 1

n=1 1 1

n =2 1 2 1
n=3| 1 3 3 1
n=411 4 6 4 1

Mini-exercice.

(a) Caleuler (3), (3), ()-

(b) Vérifier la formule de Pascal sur (3) = (}) + (3)-

15. Probabilités conditionnelles et indépendance

Dans toute cette section, (2, .4, P) désigne un espace probabilisé.

Probabilité conditionnelle. Soient A et B deux événements avec P(B) > 0. La probabilité

de A sachant B est : P(ANB)
P(A|B) = Pp(A) = —p 5~

On en déduit la formule des probabilités composées :

P(ANB) = P(B) x P(A| B) = P(A) x P(B| A) (si P(A) > 0).

Indépendance. Deux événements A et B sont indépendants lorsque
P(ANB)=P(A) x P(B).

Lorsque P(B) > 0, c’est équivalent a P(A | B) = P(A) : la réalisation de B ne donne aucune
information sur celle de A.

Arbres de probabilités. Les probabilités conditionnelles se représentent naturellement par
un arbre : sur chaque branche partant d’un noeud, on inscrit la probabilité (conditionnelle) de
I’événement représenté. La probabilité d’un chemin est le produit des probabilités le long des

branches.
P/(A/ \Q
A A
P(Bf/ y(BlA) P(B|// ¥(3|A)
B B B B

FIGURE 7 — Arbre de probabilités a deux niveaux.
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Mini-exercice. Une urne contient 6 boules rouges et 4 boules noires. On tire deux boules sans
remise. Calculer la probabilité que la deuxieme boule soit rouge sachant que la premiere ’est, puis
la probabilité que les deux boules soient rouges.

16. Variables aléatoires : lois de Bernoulli et binomiale

Variable aléatoire discréte finie. On note X (Q2) 'ensemble (fini) des valeurs prises par X.
La loi de X est la donnée de P(X = z) pour tout z € X(2). On a }°,cx(q) P(X =2) =1.

Espérance et variance.

E(X)= Y zP(X=u), V(X)=E(X - E(X))?) = E(X? - E(X)%
z€X ()

L’ écart-type est o(X) = /V(X).

Loi de Bernoulli. Une variable X suit la loi de Bernoulli de parametre p € [0, 1], notée
X ~ B(p), si X(Q) ={0,1} et

P(X =1) =p, P(X=0)=1-p.

Alors E(X) =pet V(X)=p(1—p).

Loi binomiale. On répete n fois, de maniére indépendante, une expérience de Bernoulli
de parametre p. Le nombre X de succes suit la loi binomiale de parameétres n et p, notée
X ~ B(n,p). Ona X(2) ={0,1,...,n} et

Vke{0,1,...,n}, P(X=k) = <”>pk(1 —p)nk,

De plus, E(X) =np et V(X) = np(l —p).

Mini-exercice. On lance 5 fois un dé équilibré a 6 faces. Soit X le nombre de fois ot ’on obtient
un 6.

(a) Quelle est la loi de X ?
(b) Calculer P(X =2) et P(X > 1).
(c) Donner E(X) et V(X).



ECG1 — Travail de révision, rentrée 2026 14

Deuxieme partie — Exercices

Les exercices sont regroupés par theme. Dans chaque section, les premiers exercices sont d’entraine-
ment quasi-mécanique : prenez le temps de réfléchir a vos réponses, ne répondez pas au hasard, et
soyez strs de vous. Réessayez plusieurs jours plus tard, jusqu’a ce que cela devienne naturel. Les
exercices marqués () sont plus exigeants.

17. Calculs algébriques

Entrainement
Exercice 1 — Fractions. Donner les résultats sous forme de fraction irréductible.
1) (7 1> (7 14 2>

5 2 5 3

2) gx (2—1—;)

NI
|

[l N [SM

+ o+
SUISEINTS]

TN W~
X |
INTRLVI g

=)
N~—
[S{1\)
|
PNt

~J[0o|—

7)

o=
o

izt 20
Exercice 2 — Fractions avec une inconnue.
5
1) P —2, simplifier 3 + ——.
) Pour z # simplifier —1—2_’13?
2) Pour z # 2, simplifier 5 + ;2

—2
3) Pour x # 3/2 et x # —5/4, simplifier r+3 3x+7

2r — 3 +4a;+5'
x—2 4x—1+ 1922
dr+2 3x—-2 (4r+2)(3z-2)

4) Pour = # —1/2 et x # 2/3, simplifier

Exercice 3 — Racines carrées.

—5v/96 4+ 4v/54.

%_f %_

2T

) (W— 26 + \/7+2\@>2.

Exercice 4 — Puissances.
0 10° x 63
254 x 3 x 2111'

2) 10118 10119°

108 o, 9106
3) 517 x 2 xllxw.



ECG1 — Travail de révision, rentrée 2026

15

Exercice 5 — Puissances avec une inconnue.

(27)°

1) POUI‘I‘>OZW.
2) Pour n € N: (=1)""1 x (=1)" x (=1)"*2,

Exercice 6 — Exponentielle et logarithme. Simplifier :

e xe 2 e Zxel

1 )
) 7o edxed
e 2 x e e? 3 x e

2) Pourz e R:
) e5x X e—Gx’ 61—350

3)1n16+4n64 e’ x 12
—_—— n\ —— 1.
10ln2 ’ e 6 x 2

Exercice 7 — Coefficients binomiaux et factorielles.

1) Calculer (i), <;>, (192>.

1) — nl !
n+1)!—n ot (n+3)

et

4z Ax

2) Pour n € N, simplifier

n (n+ 1)
2 1
3) Pour n € N, simplifier nre L
(n+ 1) n!
, . a" Un+1
4) Soient a,b réels non nuls, n € N et u,, = ———. Calculer .
n! b2n Up,

Exercice 8 — Factorisation. Pour z € R, factoriser :

Bz+5)(z—1)+(x-1) | Gxr—-1)2z+3)—-bxz+1 | (Tz—2)(x—

1)
2) (x+4)?*+ (@ —4)(r+4)+2r+8 | (2z+6)(x—5)+3z+09.
3) 22 —drx+4+(x+3)(z—-2) | (Bz—2)(x+5)+9z% -4

) B0 169 81, 121

5)

| =2 — —z+—.

16 2 9

e

1 T 1

Bz —1)(dx +2?) -30Bx—1) | 22-9+3(x—-3) | 23+22+2-3.

Exercice 9 — Simplifications d’exponentielles. Montrer que pour = € R,

2e7 7T 2

) = = .
1—56*"” (39”—|—12

2) =2 .
1+e* 1+e®

et _ e 1— 6721
e +e* 1+4e 2

3)

Approfondissement

Exercice 10 * — Techniques de calcul.
e (63/2)3
S (12
2) Calculer E? ot E = \/9—1—4\/5—1— \/9 — 44/5.
3) On pose = \/7T+4V3 et y =1/7—4/3.
a) Montrer que y est bien défini.

b) Montrer que = + y est un entier naturel.
4) On pose, pour tout n € N*| a, = n" e "/n.

1) Pour ¢ > 0, simplifier C' =

a) Simplifier a% .
a

n

b) Montrer que, pour tout entier n > 2, ln< n ) =-1- (n — %) ln(l —

nan—1

9) + 14z — 4.

1
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1 1
5) Montrer que, pour tout k € N*| \/ + 72 + m =1+ m, puis calculer
2020 1 1

B= Z +—+m.

6) Soit ¢ > 0. Pour x € R, on pose f(z) = \/%7 Calculer f(f(x)) et f(f(f(x))).

18. Inégalités et intervalles

Entrainement

Exercice 11 — Encadrement. Soient = et y deux réels tels que —2 < x < 3et -5 <y < 1.
Donner un encadrement des quantités suivantes :
T + 3 2

r+3, y+6, (x+3)(y+6), (x+3)—(y+6), e 2 — x°,

Exercice 12 — Intervalles et valeur absolue. Pour chacun des intervalles ci-dessous, déterminer
a € Retr >0 tels qu’il s’écrive sous la forme [a — r, a + r|, puis I’écrire a 'aide de valeurs absolues.

I=1[2,4], J=[4,10, K=[-2,8], L=][-12,-3].

Exercice 13 — Vrai ou faux. Pour chacune des assertions suivantes, dire si elle est vraie ou fausse.
Si elle est vraie, le prouver. Si elle est fausse, donner un contre-exemple.

1) Deux réels sont systématiquement rangés dans le méme ordre que leur double.

) Lorsque z est un réel non nul, 'inégalité < & permet d’affirmer que 1 < 3.

) Lorsque z est un réel non nul, I'inégalité = < % 3 permet d’affirmer que o > 3.

) Deux réels sont systématiquement rangés dans le méme ordre que leurs carrés.

5) Lorsque a,b, ¢,d sont quatre réels vérifiant 0 < a < b et 0 < ¢ < d, alors forcément ¢ <
) Lorsque a, b, ¢, d sont quatre réels vérifiant 0 < a < b et 0 < ¢ < d, alors forcément % <
) Lorsque x et y sont deux réels vérifiant |z + y| = |z| + |y|, on a necessa1rement x>0ety>0.
)

Pour tous réels z, y, I'égalité |z| = |y| est équivalente & 1’égalité z2 = y2.

[SHISHONIS
o loalc

Approfondissement

Exercice 14 * — Inégalités classiques.

a? +b?
1) Montrer que, pour tous réels a et b, ab < .
1 1 1
2) Démontrer que, pour tout entier n > 1, —— < - .
) que, p = m+1)2 = ntil
—t
3) Soient z € [0,1] et a €]0, 1[. Vérifier que, pour tout ¢ € [0, z], ;=
—a

4) Montrer que, pour tout u € {0, %}, 1< <1+ u.

1
v1i—u
2
x
5) Démontrer que, pour tout x > 0,  — 5 <In(l+z) <z
6) Sans calculatrice et sans valeurs approchées, déterminer le plus grand des deux nombres 7° et

e™. (On pourra étudier la fonction f(x) = 2T sur R%.)
x
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19. Equations et inéquations

Entrainement

Exercice 15 — Equations. Résoudre :

r 4
1) 3x—3)+5=5(=-—=].
) 3w-3)+5=5(5 5]
2) 6x—1:3x+1.
dr—1 2z -5
3) Vo +9=5.
Exercice 16 — Inéquations. Résoudre :
z+3 x—-4
1 < .
):c—l x+2

) Vi—z<zxz-—T.

Approfondissement

Exercice 17 x — Equations diverses.

1) Soit P un polynéme. On dit qu'un nombre a € R est une racine d’ordre au moins deux de P
lorsque P(a) = 0 et P'(a) = 0. Démontrer que le polynome P(X) = 2X? — 9X? + 12X + 1
n’admet pas de racine d’ordre au moins deux.

2) Soit m € R. Résoudre, selon les valeurs de m, ’équation d’inconnue z :

(m? —5m + 6)2* + (2m — 5)x +1 = 0.

3) Pour tout z € R on note |[z]| la partie entiere de x (rappel : |z] = k si et seulement si
k <z <k+1). Pour n € N* fixé et k € Z, résoudre I’équation d’inconnue x € N : VUJ =k.
n
4) Résoudre |22 — 5z + 6| = |22 — 4].
5) On pose, pour tout = € R, h(z) = e* — e~ ?. Montrer que ’équation In(h(z)) = 0 posséde une
unique solution zg € R et la déterminer.
2,2
T*+y*- =5
6) Résoudre le systéme (S) : ¢ , Y
Yy =6

20. Etudes de fonctions, dérivées, limites

Entrainement

Exercice 18 — Composition de fonctions.

1) Pour tout réel x, on pose f(x) = 22 et g(z) = 2z — 1. Calculer go f(x) et f o g(z).
2) Pour tout réel z, on pose f(z) =1 — 22 et g(x) = sinx. Calculer go f(x) et f o g(x).

Exercice 19 — Ensembles de définition. Donner 'ensemble de définition des fonctions suivantes :

9 — g2
et —1°

f@) =aha,  f@) =

Exercice 20 — Dérivées. Pour chacune des fonctions suivantes, donner ’ensemble de définition,
I’ensemble de dérivation et la dérivée :

1) f(x)y=2lnz | f(z)=In(nz) | f(z)=In(z?+1)

2) f@)=e¢" | fl@)=a"" | fl@)=(+o+1)e
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3) fl@)=(+Dhn(z+1) | fl@)=—— | fl@)=(+e")
4) flr)=e"""42 | f(z)= | fz) =zel/®

5) f(z) =z +V1+2?

Exercice 21 — Limites. Etudier les limites suivantes.
1) f(x) =3z —2—4Inx en +oo.

2) f(x)= 1n<2§_:_11) en +0o.

ln(l + )

3r—1

3 en 0.

7) 2e% — /2 + (In(e%*))* en +o0, puis en —oo.
8) zcosx + z2 en —00; z2cosx + = en 400.
\/x+1—\/x—1en +00; vV (Vr+1—+x—1)en +o0.
Exercice 22 — Dérivées trigonométriques.

1) f(z) = cos(322 + 2).
2 xr) =3tanz — coszsinx.

) f(x)
3) f(z)=+/zsinzx.
) fz) =

)
)
)
6) —4x + 2> — 2In(2%) en +oo.
)
)
9)

x Va? —10x + 21.

S

Approfondissement

Exercice 23 * — Inégalités fonctionnelles.
2
1) Montrer que Vx € Ry, 1+ x + % < e,

2
2) Montrer que V& € {0, W}, —x <sinz < z.
T

2

Exercice 24 * — Etude d’une fonction. On considere la fonction f qui a tout réel x associe
f(x) =z cosz —sinz.

a) Donner une expression simple de f'(x).

b) Combien de solutions I'équation f(x) = 0 admet-elle dans [0, 7] ?

c) Combien de solutions I’équation f(x) = —1 admet-elle dans [0, 7] ?

d) Soit k un entier positif. Déterminer, en fonction de k, le nombre de solutions de 1’équation
f(z) = —1 dans [k, (k + 1)7].

Exercice 25 x — Dérivées et limites en cascade.

1) Donner I’ensemble de définition et la dérivée de :

1 1 sinx - cosx

2) Donner I'ensemble de définition et la dérivée de :

h(z) = Iny| %, Y(x) = (In(1 +2%))" ot n € N.

3) Déterminer la dérivée seconde de p(z) = e~ **/2,
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1
4) Soit f la fonction définie sur R par f(z) = o +Inz — In(z + 1). Déterminer lim, ,o+ f(x)

et limy 40 f(x). Déterminer aussi lim,_, o |Inz — 3 In(1 + z?)].

21. Intégration

Entrainement

Exercice 26 — Primitives classiques. Calculer les intégrales suivantes :

1 1
1) / (3 +222 vz +1)dx | / (22 — 2)(z* — 22 + 1)* da.
0 0

19 1 2
2) /0 | jj sde | /1 (xel ) da.
4
3) / 8957+dx | /ace*xQda:.
0o ?+x+1 0

In2 x 1 2
4)/ —° _dzr | / — = da.
0o e*+2 0 V1+ a2

Approfondissement

Exercice 27 * — Encadrement et limite.

1 1
1) Soit x > 0. Montrer que Vt € [0, z], 112 < T2 < 1. En déduire que pour tout z > 0,
x

1
2) Montrer que Vn € N, Vz € [0,1],0 < 2" e” < 2" e. En déduire la limite de la suite (/ x"e” dx) .
0 neN

22. Suites et récurrences

Entrainement

Exercice 28 — Limites. Déterminer les limites éventuelles des suites suivantes :

o on 4 3n n+ (~1)"
an = gn+17’ n = on+1l gn+17 Cn = n— (_1)17,

Exercice 29 — Suite arithmétique. Soit (u,) la suite définie par ug € R et Vn € N, w41 = up+7.
1) Ecrire u,, en fonction de ug, 7 et n puis discuter de la convergence de (uy,).
n(n+1)

2) Démontrer que pour n € N, 142+ -+ n = 5

3) En déduire up + uy + -+ + up.
Exercice 30 — Suite géométrique. Soit (uy,) la suite définie par ug € R et Vn € N, w11 = qup.
1) Ecrire u, en fonction de ug, ¢ et n puis discuter de la convergence de (uy,).
2) Si g # 1, simplifier (1 —¢q) S, ou S, = ug+ug + -+ + Up.
3) En déduire une expression de S, et discuter de la convergence de (.S,,).

Suy,
2u, +1°

Exercice 31 — Etude d’une suite. Soit (up) la suite définie par ug = 1 et Yn € N, upy1 =
1) Montrer par récurrence que Vn € N, 1 < u,, < 2.
2) Montrer que (uy,) est croissante puis qu’elle converge ; déterminer sa limite.

3) Pour tout n € N, on pose v, = 1 — —. Calculer vy et v;.
Unp
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4) Montrer que (vy,) est géométrique.

5) Exprimer v, puis u, en fonction de n.
n

2
6) Calculer Z — en fonction de n.
k=0 "k

Exercice 32 — Récurrence. Montrer par récurrence que pour n € N,
(-=D)"(2n+1) -1

—142-34+4—---4+(-1)"n= 1

Approfondissement

Exercice 33 * — Récurrences classiques.

1) Savoir démontrer par récurrence les formules de la section « Sommes usuelles ».

2) Démontrer que, pour tout n € N et tout > —1: (14 )" > 1 + nz (inégalité de Bernoulli).
1 1 1

3) Montrer que, pour tout n € N*, ﬁ_‘_?_}—'”_i_ﬁ §2—E.

)

4) On considére une fonction f : R — R telle que, pour tout x € RY, f(z) + f(z + 1) =

r+1
Démontrer que, pour tout n € N et tout € RT,

(="

f@)= (D" fn+1+2z)+ Zn: .

k=0

1
Exercice 34 * — Série harmonique. Soit (u,) la suite définie par u, =1 + 3 +o 4=
n

1) Montrer que ug, — Uy > 7

2) Si (uy) converge, que dire de (ugy,)? En déduire que (u,) diverge vers +oo.

23. Probabilités

Exercice 35. Dans cette question, A et B désignent deux événements d’un méme univers.

a) On suppose que A et B sont indépendants et que P(A) = 0,4 et P(B) = 0,6. Déterminer
P(ANB).

b) On suppose que P(A) = 2, P(B) = 0,3, et P(AN B) = 0,15. Les événements A et B sont-ils
indépendants ?

c) On suppose que P(A) = £, P(B) = 2, et que A et B sont indépendants. Déterminer P(AU B)
et Py(B).

d) On suppose que A et B sont indépendants et ont la méme probabilité, et que P(AU B) = 0,64.
Déterminer P(A).

Exercice 36 * — Tirages avec changement d’urne. On dispose de deux urnes, numérotées 1 et
2. L’urne 1 contient 6 boules blanches et 4 boules noires. L’urne 2 contient 8 boules blanches et
2 boules noires. Un joueur effectue une succession de tirages comme suit : il pioche une boule au
hasard dans une urne, note sa couleur, et la remet dans 'urne. S’il a pioché une boule noire, il doit
changer d’urne pour le tirage suivant. S’il a tiré une boule blanche, il effectue le tirage suivant dans
la méme urne.

On note p,, la probabilité que le joueur effectue le n-iéme tirage dans 'urne 1. Pour le premier
tirage, le joueur choisit I'urne au hasard, de maniére équiprobable.

a) Déterminer p;, puis po.

b) Déterminer «, 5 € R tels que, pour tout n € N*| p,, .1 = ap, + 5.

c) Déterminer x € R tel que la suite de terme général p,, — x soit géométrique.
d) En déduire la limite de la suite (py)n>1-
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Annexe : alphabet grec

Minuscule | Majuscule Nom Minuscule | Majuscule Nom
« A alpha v N nu
B B béta ¢ = ksi (ou xi)
vy r gamma ) O omicron
0 A delta T 11 pi
€0ue E epsilon P rho
¢ Z dzéta (ou zéta) o b sigma
n H éta T T tau
0 e théta v T upsilon
L 1 iota pou ¢ P phi
K K kappa X X khi (ou chi)
A lambda Y v psi
7 M mu w Q oméga
Remarques.

— Les majuscules qui coincident avec une lettre romaine (A, B, E, K, etc.) ne sont en général pas
utilisées en mathématiques pour éviter toute ambiguité.



